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SUR LES ESPACES LINEAIRES LOCALEMENT
CONVEXES
OSAMU TAKENOUCHI
E soit un espace lineaire topologique. Nous entendons par la,
un espace lineaire par rapport au corps C de nombres reels ou com-
plexes qui est en meme temps un espace topologique et les operations
fondamentales x + y, ..{x(x, y E E, ..{ E C) sont tous deux continues comme
applications de E x E dans E et de C x E dans E.
Dans un tel espace, tout voisinage V de 0 doit satisfaire a la
condition que "pour chaque x E E, il existe un nombre ..{ > 0 tel que
AX' E V". Pour un ensemble convexe et cercle, cette derniere condition
est la meme que "V engendre E". Si on peu~ prendre Ie systeme
fondamental des voisinages de 0 forme seulement d'ensembles con-
vexes et cercles, on dit que cet espace est locale1nent convexe. Nous
etudierons, dans cette note, la structure generale d'espaces Iineaires
:topoIogiques, Iocalement convexes et separesl).
La theorie des espaces de cette categorie s'est developpee assez
rapidement dans ces dernieres annees. Surtout Ie travail deMM~
L. Schwartz et J. Dieudonne [8]2) donne 'occasion a notre etude. Ils
ont propose quelques problemes concernant les espaces (~) et (~~r;),.
mais Ia plupart n'est pas encore resolue. Nos resultats (en particulier
ceux qui sont donnes dans .§4 et §7 ci-dessous) suggere que l'un de
leurs problemes ([8J, §15: probleme 14, p. 99) ne puisse pas etre resolu
seul en modifiant la definition de la limite inductive. Premierement,.
l'espace de Banach (non-separable) est la limite inductive (par une
definition pareille it. eux4») de ses sous-espaces propres, et par conse-
quent Ie phenomene pathologique la-indique est assez general. D'autre
part un espace lineaire complet et bornologique (v. la definition donnee
au §1) est toujours representable comme la limite inductive (en notre
sens, v. §1) des espaces de Banach et dans ce cas on peut prendre
ces espaces teis qu'un ensemble borne arbitraire est toujours contenu
dans un des constituants. Et la theorie va naturelle si cette derniere
1) Nous rie considerons qu'espace separe, bien que cet adjectif soit genthalement
supprime.
2) Lea numeros entre les crochets renvoient a bibliographie a la fin de cette note.
3) v. [8J, §15, p. 97 -100. v. aussi A. Grotbendieck [4J. Voir la note faite a Ia fin de
cette note.
4) v. [8]. §3, p.66 - 67.
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condition est rempIie. Nous ne pouvons pas resoudre completement
leur probleme, mais je crois avoir obtenu une certaine solution.
§1 est Ie paragraphe preliminaire. Quelques notions, en parti-
culier celles de la limite projective et de la limite inductive, sont
donnees. La notion de la limite projective est due a A. Wei! [9J (v.
S. Lefschetz [7], p. 54 "inverse limit "), mais notre notion de la limite
inductive est plus generale que celIe de L. Schwartz et J. Dieudonne
[8J. Nous avons suivi pour la definir la methode generale de S.
Lefschetz [7J, p. 57 (" direct limit"), et, de plus nous pouvons intro-
duire une topologie. A propos de cette topologie, nous ne pouvons
pas insister en general qu'elle soit separee, et, d'autre part, pour la
limite projective nous ne pouvons pas constater en general que l'espace
resultant est non-trivial. Dans § 2 nous donnons Ie theoreme que
tout espace lineaire topologique localement convexe peut etre considere
comme une limite projective des espaces de Banach, et § 3 est la
consideration d'espaces conjugues en tenant compte de cette repre-
sentation. L'espace conjugue est, comme l'espace conjugue de la limite
projective, representable par une limite inductive, mais cette cor-
respondance n'est. pas assez satisfaisante puisqu'on ne Peut pas con-
-stater cette relation en incluant la topologie. La correspondance de
la limite inductive a son espace conjugue, va bien, au contraire, si on y
ajoute la condition qu'un ensemble borne soit contenu toujours dans un
des constituants. Un espace qui est representable comme une limite
inductive des espaces de Banach est necessairement bornoIogique (v. la
fin du §1), et, d'autre part, un espace bornologique est toujours re-
presente comme une limite inductive des espaces de Banach, et, en plus,
cette representation peui:; se faire satisfaite ala condition supplementaire
cidessus. Ce sont des resultats du §4. § 5 est l'etude d'espaces con-
jugues des conjugues. lci aussi l'espace tonnele (v. la definition dans
§ 1) ou bornologique joue un role essentiel. Dans § 6, nous donnons
la relation entre Ie produit direct et la somn1e directe des espaces-a
savoir, l'espace conjugue de celui-Ia prend la forme de celui-ci, et, aussi,
inversement, un cas particulier de la correspondance entre la limite
projective et la limite inductive, mais dans ce cas cette correspondance
est assez satisfaisante, et, ensuite, Ie resultat que Ie prod~it direct des
espaces de Banach est toujours un espace tonnele, il est meme un espace
bornologique si la puissance du produit n'est pas plus grande que celle
de l'ensemble de nombres reels. §7 donne quelques exemples. L'un
d'eux assure qu'un sous·espace ferme d'un espace bornologique n'est
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pas necessairement bornologique, comme indique it N. Bourbaki [3J,
p.l1 par l'exemple de A. Grothendieck [5]1).
Je remerci profondement Prof. H. Nakano de l'enseignement sur
plusieurs points et aussi M. K. Hayashi qui a bien volulu m'aider et
m'a fait faire ce travail.
§ 1. Preliminaire.2) Les limites projectives et inductives
~
Soit E un espace linea-ire localement convexe. Nous dirons qu'un
ensemble convexe et cercle U absorbe un ensemble A quelconque s'il
existe un nombre ,{ > 0 tel que A c ~U. Un ensemble qui est absorbe
par tous les voisinages convexes et cercles de 0 est appeIe un ensemble
borne, et un ensemble convexe et cercle qui absorbe tous les ensembles
bornes est un ensemble bornivore. Un ensemble bornivote n'est pas·
toujours un voisinage de o. Si c'est Ie cas, nous dirons que cet
espace est un espace bornologique. Un espace donne devient toujours
un espace bornologique par I'augmentation de voisinage de O. Une·
autre notion est celle de l'espace tonnele. Un ensemble convexe,.
cercle et ferme est dit un tonneau s'il engendre cet espace, et si tout
tonneau est un voisinage de 0, cet espace est nomme un espace tonne/e.
Les relations entre ces d~ux classes des espaces sont donnees dans~
N. Bourbaki [3J. L'espace bornologique est, s'il est complet, un espace'
tonnele, mais, en general, iI n'est pas toujours tonnele. Un de tels
exemples est donne Par l'espace E de Hilbert non-conlplet, c'est-a-dire'
E est Ie sous-espace de (t,...) forme par des suites qui n'ont qu'un
nombre fini de non-zero composants. Si on prend comme U l'ensemble\
des suites dont Ie premier composant est un nombre de module -< 1,.
Ie second un nombre de module <' ~, et ainsi de suite, alors il est
manifeste que U est un tonneau dans E, mais il n'est pas un voisinage
de o. Nous allons montrer plus loin que Ie produit direct (d'une
puissance arbitraire) des espaces complets et tonneIes est toujours
tonnele, mais jusqu'a present, nous pouvons demontrer seulement que
Ie produit direct d'espaces bornorlogiques est encore un espace bor-
nologique, si la puissance du produit n'est pas plus grande que celle
de l'ensemble des nombres reels.
lei nous expliquons la notion de limites projective et inductive-
des espaces lineaires localement convexes.
1) On ne peut pas comprendre de sa note queUe sorte d'exemple est doune.
2) Quelques notions dans la suite sont dues aN. Bourbaki [3J.
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Soit r un ensemble ordonne filtrant. A chaque r E r, faisons
correspondre un espace lineaire localement convexe E tel que, si
a < p (a, (j E r), il existe une application lineaire et continue fa(3 de
E/:l dans EIll , qui satisfait, pour les indices arbitraires a, {1, r tels que
a < (j < r, a /et_y(Xy) = /Ill,sCffJr(xy) ) pour tout x" E &" au simplement
.Ill = fafl·ff3Y. Les systemes (xy ; r E r) des elements tels que
( i) xj' E Ey(r E r), et
(ii) Xa = /a~(:(f3)' si a < 13 (a, 13 E r)
forment dans Ie produit direct des Er(r E r) un sous·espace ferme 'E
qui est appele la limite projective des espaces Ey(r E r). Cet ensemble
pourrait etre reduit a un seul element (0; r E r), mais la topologie
est toujours introduite comme Ie sous-espace du produit direct P" frEy, .
et, muni de cette topologie, il est aussi un espace lineaire localement
convexe. Un systeme fondamental des voisinages des 0 est obtenu
-comme il suit. Prenons un indice a E r, et dans EIll un voisinage VIII
de 0, et soit 'Ya Ie sous-ensemble de 'E qui est forme de tous
les elements dont les a-composants sont contenus dans Ya • Alors
l'ensemble de tous les 'VIII obtenus de cette maniere forme un sys-
teme fondamental des voisinages de 0 (v. A. Wei! [9J, p.23, S. Lefschetz
[7J, p.31). Il est souvent necessaire de considerer la limite projective
au sens abstrait, c'est-a-dire, sa topologie laissee' a cote. Nous remar-
,quons ici que Ie produit direct des espaces peut etre aussi considere
-comme la limite projective de produits d'un nombre fini des espaces.
L'application fa qui fait correspondre a chaque (xy ; r E r) de la limite
projective ou encore du produit direct son a·composant X Ill sera dite
la projection. C'est une application continue, et, dans Ie cas du produit
direct, c'est meme une application ouverte.
Soit a nouveau r un ensemble ordonne filtrant. A chaque r E r
faisons correspondre un espace lineaire localement convexe Ey tel que,
si a < 13 (a,·{j E r), i1 existe une application lineaire, continue et biuni·
voque de Ea dans Etl qui satisfait a fa)' = /f3y ·/a.{3 pour a < {j < r. Un
indice a ( E r) et un element Xa de EIll quelconque definissent un SOllS-
.ensemble residuel r' de r tel que
( i ). a E 1""
(ii) pour chaque r E r', il correspond un Xj'E E" et l'eIement
qui correspond a l'indice a est X Ill donne d'avance,
(iii) si l3 < r ({1, r E r /), xy = ff31(Xfj).
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En utilisant ces proprietes, on pent introduire les operations X a + YfJ'
Jx~ entre les elements de Er (r E r) comme ceci. Soient r ' et r" les
sous-ensembles residuels de r correspondants a X~ et Yt3' alors
rill = r ' n{'" est aussi un sous-ensemble residuel. Pour un r E rill,
soient x y et Yr les elements correspondants. Alors on pose Zy(= x,: + Yr)
= X~ + Yfl. La multiplication par un nombre quelconque peut etre
introduite d~une maniere evidente. L~espace Iineaire °E qui est obtenu
ainsi est la lilnite inductive au seils abstrait des espaces Er(r E r). On
voit que chaque Ey est contenu dans °E comme un sous-espace (au
sens abstrait), et nous designerons cette application identique dite
l'injection par lro Nous introduisons maintenant dans °E la topologie
localement conv~xe Ia plus fine qui rend toutes les applications I"
continues. Si cette topologie est separee, la limite inductive des espaces
Ey(r E r) est obtenue. 11 y a un cas ou nous pouvons insister l'exist-
ence de la limite inductive.. C'est Ie cas ou tous les 1~f3 (a < (j) sont
les applications homeomorphique (cas de L. Schwartz et J. Dieudonne),
car alors la topologie induite dans Ey par °E est identique a sa propre
topologie. (C~est demontre par. une meme maniere' que celIe de L.
Schwartz et J. Dieudonne [8J, p.69). Semblablement au cas du produit
direct nous pouvons considerer la somme directe comme une limite
inductive. La SOm'llle directe au sens abstrail des espaces lineaires
localement convexes E~ (~ E E) est par definition l'ensemble des systemes
des elements (x~; ~ E B) qui n'ont qu'un nombre fini de non·zero com-
posants. Comme rensemble r des sous-ensembles finis de E devient
un ensemble ordonne filtrant si on introduit un ordre parmis ces
elements par la relation d'inclusion, et, comme, si on pose, pour r E r,
Ey = p~ E yEt, il existe une application lineaire et homeomorphique de
E~ dans Ef.I (a < 13), a savoir l'application (xh' X~2' •••••• , x~) -.. (X~l' xtz '
...... , x~n' 0,0, ······,0), (a = {~1f ~2' •••••• , ~iJ}C (j). On peut former la
limite inductive au sens abstrait de Ej'(r E r), et c~est manifestement
identique a la somme directe de E~(~ E B). Maintenant introduisons
.dans cet espace la topologie d~finie plus haut (qui a un sens dans ce
cas par la remarque faite ci·dessus) et ainsi nous avons Ia somme
directe. Comme nous allons voir plus loin, Ie produit direct et la
somme directe se correspondent l'un a l'autre sous Ie procede de
formation de leur espace conjugue. La limite inductive en general est
obtenue de la somme directe par nne formation d'un espace quotient
(v. S. Lefschetz [7J, p. 57 - 58; dans notre cas la consideration topologi-
que est aussi inclue). A la fin, nous remarquons que la limite inducti"ve
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des espaces bornologiques est bornologique, et la limite inductive des
espaces tonneles est tonnele.
§ 2. La structure des espace lineaire localement convexe.
Nous allons demontrer dans ce paragraphe un theoreme qui est
notre point de depart et qui nous assure que tous les espaces con-
sideres sont toujours representables comme un sous·espace de la limite
projectives des espaces de Banach.
Theoreme 1. Soit E 'Un espace lineaire localement convexe quel-
conque. Alors it est un sous-espace dense de fa Ihnite projective des
espaces de Banach proprement choisis.
Demonstration. Soit {V,,/} un systeme fondamental des voisinages
onverts, convexes et cercles de 0 dans E. La pseudo-norme qui definit
Vy soit Nop ctest-a-dire Vy = {x; N"(x) < I}, alors il est clair que
( i ) Vet :::> Vf3 est equivalent a Net(x) < Np,(x) pour tout x E E,
(ii) pour deux pseudo-normes Net et Nf3 il existe une troisieme
Ny telle que NrAx) -< Nix), NfJ(x) -< N,,/(x).
Par consequent, si on introduit un ordre dans Yensemble des indices
r = {r} d'nne maniere suivante:
a <e signifie Net(x) "<.NfJ(x) pour tout x E E, ou encore, Vet:::> Vj3 ,
r devient un ensemble ordonne filtrant.
Posons
My = {x; N'Y(x) = OJ.
Alors c'est un sous-espace ferme de E. Dans l'espace quotient ~. de
l'espace E par My:
E = E/M"(,
on peut introduire la pseudo·norme d'une maniere evidente, (en effet,
la valeur de Ny ne depend que de la classe suivant My) et cela est
nne norme en plus. La completion E;. de E}. par rapport a cette
norme est un espace de Banach (muni de cette norme). Les espaces
Ey et Ey sont, dans la suite, toujours consideres cornme les espaces
normes ainsi definis.
L'homomorphisme canonique 11 de E sur By = ElM.,. est evidem-
ment une application lineaire et continue. L'image d'un element x E E
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par /" sera notee Xy • Une application de Efl sur EaI , /IXfJ est definie,
pour a < {j, par
C'est aussi une application lineaire et continue, et, par consequent, on
peut Ie proionger it une application de E13 dans Ea;, que nous ecrirons
fa;f3 indifferemment. Les proprietes suivantes de cette /a:13 proiongee
sont evidentes:
( i) /a;(3 est une application lineaire et continue.
(ii) pour a < p< r, fal3'/f3Y = !IXY,
(iii) pour a < ii, /af3 '/f3 = fa,.
Grace it Ia deuxieme propriete, nous pouvons former Ia limite projec-
tive 'E des espaces de Banach Ey •
Prenons un element x E E. Al'ors Ie systeme (x\; r E r) definit un
element de IE a cause de (iii), et, en definissant cet element coinme
I'image de x, une application / de E dans 'E est definie. C'est une
application lineaire biunivoque, comme on Ie voit facilement. Nous
allons demontrer que c'est un homeomorphisme.
Premierement, nous remarquons qu'un systeme fondamental des
voisinages de 0 est donne par tous Ies 'VIX (a E r) definis comme
ci-dessous :
Pour Ie voir, prenons un voisinage 'UIX de 0 de la forme
'Va, = {'x = (x,,; r E r); Xa: E UIX }
(ici a E r et Ua, est un voisinage arbitraire de 0 dans E ro). Comme
tous les voisinages de cette forme constituent un systeme fondamental
des voisinages de 0, i1 suffit de prouver qu'un 'Ual arbitraire contient
toujours un 'V(3 • Correspondant a UI\: qui definit 'UIX ' un voisinage
Walde 0 tel que Wa\ + Wit- C Ua, existe. /;l(WIX) est un voisinage de
o dans E, et par suite, un V(3 (j3 E r) est contenu dans lui: Vf3 C/;l(W,,).
Considerons IVf3 , et soit 'x=(x y ;rEr)E'V/3. n s'en suit que
Nf3(xp) < 1, et, par consequent, E contient une suite de tels elements
X(l), X(2), •••••• que
Nf3(x~") < 1, lim Nf3(x~") - Xfl}
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La premiere relation signifie XCv) E Vf3' d'oo x~~) = lAxell) E f(/,(V{1) c 'l'ld. ,
et Ia seconde nous conduit a lim No--(x~;) - Xl1\) = 0 par la continuite
lI-+""
de fo--~' Comme W 0-- est unvoisinage de 0 dans E(I}' Xo-- - x~V) E W d. a
un nombre fini de x~... j pres. On en conclut que
et, puisqu'on a pris 'x E 'Vii arbitrairement, la relation 'Vf3 c 'Dal est
etablie.
Cela etant, il est clair que f(V~) = 'V(/, nf(E), d'ou suit evidemment
que f est un homeomorphisme.
A Ia fin, nous allons voir que f(E) est dense dans 'E. Pour cet
objet, prenons un element 'X= (xy ; r E r) E 'E. Alors, pour chaque
r E r, un x(r) E E pent etre pris de Ia fa~on suivante:
N ( C'y)' )./ 1)' x y - xy ~2·
Evidemment, Ie systeme d'eIements f(x('Y) (r E r) converge vers 'x
suivant l'ordre de r, car Ies inegaIites (*) indiquent pour tout a < r
Alors, si on identifie Ies espaces E et f(E) , on peut dire que E
est un sous·espace dense dans 'E, c.ql.d})
lei nous remarquons, que Ie systeme d'elements xc..,.) (r E r) construit
a Ia fin de cette demonstration constitue un systeme de Cauchy suivant
l'ordre de r dans E. En effet si on prend un voisinage arbitraire
Vy de 0,
Ny(x(o--) - XC{:l» Nr(x~a,) - x~fl)
<: N'Y(x~a.) - x..,.) + Ny(xft)- x y}
< No--<'x~a,) - xo--) + N{:l(xff) - X'f3}
< 1
1) Nous voyons de cette demonstration que l'image de E par chaque projection fy
dans Ey est dense dans Ey (v. Ie corollaire 2 ci-dessous). D'autre part, dans Ie cas plus
g€meral ou E est represente comme l.me limite projectiveou son sous-espace dense des.
espaces lineaires localement convexes, on peut faire satisfaite cette condition dans cette
representation en restreignant des espaces composants a ses sous-espaces sans change-
ment de Ia limite. De plus, nous verrons plus loin qu'il est commode pour nous de sup-
poser que cette condition est remplie dans notre representation (v. theoreme 3, etc.).
Cette condition, quoiqu'elle ne soit pas explicitement ecrite dans la proposition du
theoreme, dans quelques cas, nous supposons qu'elle est toujours remplies dans la suite.
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pour tous a, (3 E r tels que r < a, 13, ou x(a:) - x(f3~ E Vi". Cette remar-
que entraine Ie
Theoreme 2. Si l'espace E est complet, E est representable comme
une lilnite projective des espaces de Banach.
Corollaire 1. Tout l'espace lineaire localement convexe possede
toujours un c01nplete, et c'est identique it U1'ze limite projective des espaces
de Banach 'E.
Demonstration. Dne limite projective des espaces de Banach est
toujours complete comme un sous-espace ferme du produit direct des
espaces complets. Alors, si on represente E comme un sous-espace
dense d'une limite projective des espaces de Banach 'E, ce 'E est.
certainement Ie complete de E.
Corollaire 2. La representation du theoreme 1 peut etre sousmis
a la condition que dans cbaque espace composant Ei , rimage de E par
la projection j~ est dense par rapport a la topologie de Ey • Si E est
complet, il est une limite projective des espaces normes E" et Ii est
l'applicationsur' E).•
Corollaire 3. Si l'espace E est un espace (~) de L. Schwartz et
J. Dieudonne ([8J) , il est representable comme une limite projective
d'une suite des espaces de Banach.
Corollaire 4. Soit l'espace E une lirnite projective des espaces
lineaires localement cOJwexes Ey (r E r) ou meme un sous-espace d'elle.
Alors pour qu'un enseJJlble Be E soit borne dans E it taut et it ,suffit
que, pour chaque r E r, l'ensemble de r-composant de tous les elelnents
de B, c'est-a-dire la r·projection'de B, soit un ensemble borne dans Ej"
DeJnD)zstratiOJl. Comme cbaque projection f"f (r E r) est une ap-
plication· continue, Ii' (B) est un ensemble borne pour chaque r E r si
B est borne dans E. Inversement, soit tout Ii' (B) borne dans Ey cor-
respondant. Alors, pour un voisinage arbitraire Dr de 0 dans Ey"
un nombre A > 0 existe tel que
ou
B e ).f,-l(Uy).
Or un systeme fondamental de voisinage dans E est forme par I'en-
semble de la forme Ir- 1 (Dr) et, au moyen de la derniere relation
'.
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ci-dessus, il existe, pour tous les voisinage U de 0 dans E, un nombre
A > 0 de telle sorte que
BeAU,
OU, autrement dit, B est un ensemble borne, c.q.f.d.
§ 3. La structura d'espace conjugue.
Une des deux relations entre les limites projective et inductive
obtenues par Passage de run de ces espaces a SOD conjugue est donnee.
Cette relation n'est Pas assez satisfaisante car DOUS ne pouvons pas
etablir notre theoreme en incluant la relation topologique. Un exemple
donne plus loin (v. §'7) expliquera cette circonstance.
Theoreme 3. Soit E u,ne limite projective des espaces lineaires
localement convexes Ey (r E r) ou son sous-espact!! dense tel que l'image
de E par la projection 11 est dense dans Ey.l) Aloys l'espace conjugue
de E est la limite inductive au sens abstrait des espaces ~.
Pour sa demonstration, nous allons etablir une lemme:
Lemme 1. Soient E, F les espaces lineaires localement convexes.
S'il existe une aPPlication lineaire continue 1 de E dans F, sa adjointe
f' definie par
< X, I'(y/) >= </(x), y') (x E E, y' E F')
donne une aPPUcation lineaire et continue. La condition sttpplementaire
que f(E) sait dense dans F entratne la biunicite de I'.
Demonstration. Comme les applications x -... f(x), f(x) -... (f(x), y')
~ont lineaires et continues, l'existence d'un tel element 1'(y'fE E' est
evidente. I' est manifestement ,une application lineaire de F' dans
E' et DOUS voyons qu'elle est continue. comme suivant. Prenons un
ensemble borne B dans E, alors I(B) est aussi un ensemble borne dans
F. Parce que la relation f'(y') E BO ou I <x,I'(y'» I (= I <!(x), y') I)
-< 1 pour tout x E Best equivalente a y' E (/(B)O), on a
La continuite est evidente en raison de cette formule.
1) v. Ia note 1) a la page 64.
À
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Si en plus Ia condition que f(E) soit dense dans Fest ajoutee,.
deux elements differents y', z' de F' doivent avoir Ies valeurs diffe-
rentes sur f(E). Soit !(x) l'un de tels elements. Alors
<f(x), y' >=F <!(x) , z' > ou <x, f'(y'» =F <X, f'{z/) >
montre que /'(y') =i=!'(z'), ou, i1 revient au meme que I' est une·
application biunivoque, c.q.f.d.
Demonstration du theore-me. Pour la consideration d'espace con-
jugue, i1 suffit de ne traiter que Ie cas ou l'espace E meme est une·
limite projective. S'il n'en est pas ainsi, on peut Ie ramener a ce cas.
grace a notre hypothese que l'espace considere soit dense dans un tel
espace.
Pour a, 11 E r, a < 11, soit 1a,f3 l'application definissante de Ef3 dans.
EQI. Comme /a,(E)cfQlf3(Efj ), fQl~(Efj) est dense dans EQ-" et, par conse-
quent, l'adjointe f~f3 est une application lineaire,continue et biunivo-
que. La meme raison et 1a relation fQlf3 '/(31 == fQl'f entrainent
pour a < {j < r. Ces proprietes nous admet a former la limite in-
ductive au sens abstrait °E' de ces eSPaces E~. Nous n'avons qu'a
demontrer que cet espace peut etre identifie a 1a totalite des fonc-
tionnelles lineaires continues sur E.
( i ) Prenons une fonctionnelle x' de E', sa continuite assure·
l'existence d'un a E r et un voisinage Va, de 0 dans Ea, te1s que
En consequence, elle definit une fonctionnelle lineaire continue x~ sur
Ec1\ par la formule
<x, x') = <fc1\(x) , x~).
Les indices a E r qui possedent cette propriere forment un so'us-
ensemble residueI F' de r, et pour chaque couple ll', 11 E r ', a < (j, 1a
formule
indique
<X, x') </c1\(x), x~>= <!c1\{j(ff3(X»' x~)
<ff3(x), f~.3(X~)>
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puisque ff:l(E) est dense dans E13 • II s'en suit, qu'un element x' de E'
,definit uniquement un Ox' E °E/. Designons par f' cette correspond-
.ance:
Ox' = f(x!).
C'est manifestement une application lineaire.
(ii) Inversement, sait Ox' E °E'. Correspondant a Ox' un sous-
·ensemble residuel r l de rest defini de telle fac;on que, pour chaque
r E r', un element x~ E E~ existe qui satisfait a g'l(X;) = Ox' au g'¥ designe
l'injection de E~ dans ..QE'. Deux de tels elements x~, ,:'(;~ (a, (j E r', a<[j)
sont rattaches par
x~ = f~ (x~).
A cause de cette condition, un element x = (xi'; r E r) E E etant pris,
les valeurs <x y , x~>(r E r') ne dependent pas d'indices specifies. En
effet, pour a, (j E r', soit r E r', a, f3< r. Mol'S
<xw, X~>- <f~·t<Xi.)' x~>= <Xi" f~./x~) )
<Xf:I' x~).
Consequemment, une fonctionnelle lineaire sur E est definie par
<X, x') = <x y , x~> (r E r'),
.et de plus elle est continue comme on Ie voit de l'identite
{x; !<x, x/)J < 1} = {x; I<f"l(x), x~>1 -< 1}
= f;l{Xy ; 1< xI" x;, >[ -< I}.
Maintenant, il est clair que x' E E' et f(x') = 0 x', au fest une appli.
·cation lineaire et biunivoque de E' sur °E', c.q.f.d.
Neus savons peu sur ce qui concerne it la topologie d'espace
~onjugue,ni on peut insister la correspondance etablie dans ce thee-
reme en incluant la relation topologique; sauf un r¢sultat presque
evident:
Theoreme 4. Un systeme fondamental des voisinages de 0 dans
E' est forme par la famille de tout ensemble V' tel que
( i ) V' est un ensemble convexe cercle et faiblement jerme, OU,
.autrement dit, il existe un ensemble Be E tel que BO = V'.
(ii) pour chaque r E r, /'ensemble V' n E~, precisement,
f;-l(V' nf;(E~») est un voisinage de 0 dans E~.
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Derllonstratio11,. En appliquant la formuleetablie dans la demon-
stration du lemme.1,
Le premier membre etant un voisinage de 0 dans E~, il absorbe
taus les ensembles de la forme U~ ou U-y est un voisinage convexe,
cercle et ferme de 0 dans R,.. La formule J.(j,(B) 0 ::J U~' (J > 0)
entraine
fiB) C (!,(B)t c C ,iU;'o = lUi"
et par suite fy(B) est borne pour chaque r E r. Alors Ie corollaire 4
dans § 2 peut etre applique pour etablir que B est un ensemble borne
d'ou V' est un voisinage de 0 dans E'.
L'enonce inverse que tous Ies ensembles de la forme B') au B
est un ensemble borne satisfont aux conditions du theoreme etant
evident, Ie theoreme est demontre.
Des theoremes 1 et 3 nous pouvons etablir Ie
Theoreme 5. Soit E un espace lineaire localement convexe quel-
conque. Alors l'espace conjugue E' de est une limite inducti've au sens
abstrait des espaces de Banach proprement choisis.
§ 4. La structure desespaces bornologiQues et de
leurs conjugues
Nous venons de voir, dans Ie paragraphe precedent, que la cor-
respondance de la limite projective a la limite inductive en prenant
l'espace conjugue n'est pas assez satisfaisante. La correspondance de
la limite inductive a la limite projective, au contraire, va bien si on
. y ajoute quelques conditions. A savoir les deux theorelnes suivants
sont verifies.
Theoreme 6. Soit E' une limite inductive des espaces lineaire
localement convexes Ey (r E r). Alors l'espace cOlljugue de E est la limite
pojective au sens abstrait des espaces E~.
Demonstration. Les notations sont les memes it ceux dans § l.
Chaque application adjointe f~fJ donne une applications continues de
E~ dans E~, et, en outre, elles satisfont aux relations
GD
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Par consequent, on peut former la limite projective au sens abstrait
,E' de ces espaces E~ .
. Pour tout element x' E E', posons 'x' = (f;(x'); r E r) au f; est
l'application adjointede fy. II definit manifestement un element de
'E', et, par ce procede, une application lineaire f de E' dans 'E' est
definie. Cette application est biunivoque, comme on Ie voit facilement,
et, pour assurer que f etablit l'isomorphisme entre E' et 'E', il suffit
de demontrer que fest une application sur 'E'.
Pour cet objet, prenons un element 'x' = (x~; r E r) E IE'. Un
x E E est, par definition, contenu dans un des Ey et dans tous les E y
qui Ie suivent. Pour ces T, c'est-a-dire, ceux pour Iesqu~lles Ey con-
tiennent x, les formes
<Xl' x~>
(ou xy est I'element X considere comme un element de Ey) ont une
melue valeur. Car, soient a, (3 les indices qui ont la propriete ci-
dessus, et soit r un des indices tels que a, fj < r, alaI'S
<XQl' x~> <x~, f~ix~» = <foey(x/t) , x~>
<x~, x~>
- (x,3' x~>.
Consequement, une fonctionnelle lineaire sur E est definie par
<x, X' >= <xy , x~>
pour une telle valeur de T pour laquelle X est contenu dans ~.. C'est
une fonctionnelle continue car l'ensemble U: .
u = {x; I<x, x' >I -< I}
est un voisinage de 0 dans E comme nous voyons dans Ia suite.
L'identite
fy-l(U) = {x y ; fy(Xy)EU} = {xy ; I<xy , x~>, -< I}
montre que ly-1(U) est, en raison de Ia continuite de x~, un voisinage
de 0 dans Ey. En outre, parce que U est un ensemble convexe et
cercIe, U est necessairement un voisinage de 0 dans E a cause de la
definition de la topologie dans E. Et ce dem~ntre que x' est continue
ou x' E E'. Maintenant, i1 est clair que, pour cet x' E E', f{x') = 'x'~
ou, encore dit, fest une application sur 'E', c.q.f.d.
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Theoreme 7. Soil E un espace lineaire localement convexe qui est
represente comme la limite inductive au sens abstrait des espaces line-
aires localement convexes Ey (r E r) de telle lacon que, pour tout r,
l'injection 1"1 est continue. Supposons au surplus, qu/il satisfait it la
condition suivante: pour qu'un enselnb1e B de E soil borne il faut et il
suffit qu'il soit contenu dens un des constituants Ey et borne dans lui.
Alors l'espace conjugue de E est un sous·espace de 1a limite projective
des espaces E;..
Demonstration. I.e meme raisonnement que dans la demonstration
du theoreme 6 etablit l'existence de l'application I lineaire et biunivo-
que de E' dans 'E'. Dans Ie cas du theoreme, nous allons demontrer
que I est bicontinue.
(i) Prenons un voisinage 'V' de 0 dans 'E'. Alors il existe un
indice a E r et un voisinage V~ de 0 dans E~ tels que
{x'; x' E E', I(x') E 'V'} ::> f;-l(U~).
u~ contient Yensemble polaire d'un ensemble borne B~ dans Eo;, c'est-
a-dire:
Posons
B = fa;(Ba;),
V' = BO.
Vn element x' E V', x' = (x;; r E r) satisfait toujours a
pour x~ E Ba., comme f(/,(x(1,) E B, et, alors,
ou
x' E/~-l(X~) C f~-l(U~) C {x'; f(x') E 'U'}.
U' etant un voisinage de 0 dans E', ]3 continuite de fest demontree.
(ii) Inversement, prenons un voisinage V' de 0 dans E', et un
ensemble borne B dans E tel que
U' ::> B"l.
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L'hypothese du theoreme assure rexistence d'un indice a E r et
d'un ensemble borne BQI dans Ea .tel que
Soit \x' = (x~; r E r) E f(E') quia son a-composant dans B~:
L'element x =-= fl1.(x~) E B satisfait a
I<x, f-l('X') >I I<f~(Xlt), j-lex')'> '
!<x~, f~(j-l('X» >I
i<xa , x~>1
<1,
et, par suite,
{-lex') E B: c U'
ou
'x' E f(U').
L'ensemble
{ I x'; I x' = (x~.; r E r), x~ E B~} n j(E')
etant un voisinage de 0 dans f(E'), ce qu'on vient de voir montre que
f(U') est un voisinage de 0 dans f(E'), ou~ en d'autre terme, jest
nne application ouverte.
Par consequent, jest une application homeomorphique de E' dans
E', ou E' peut etre identifie a un sous-espace de 'E', c.q.i.d.
Une application importante de ces deux theoremes tout a I'heure
etablis est celIe pour l'etude d'espace conjugue d'un espace bornologi-
que. En premier il faut etablir Ie
Theoreme 8. Soit E un espace bornologique. Alors il est la limite
inductive des espaces 1wrmes proprement choisis. Bien Plus, la condition
suivante est satisjaite dans cette representation: un ensemble B de E est
borne si et seulement s'il est contenu dans un des constituants ~. ei
borne dans lui. Si E est, en outre, un espacecomplet, a/ors on peut
prendre des f!spaces de Banach, pour sesconstituants.
Demonstration. La totalite des ensembles bornes, convexes, cer-
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des et fermts dans E soit {By}. On introduit une relation d'ordre
dans rensemble des indices r = {r} telle que
a < {1 signifie B: c Bfl(a, (1 E r).
Alors, r devient un ensemble ordonne filtrant.
Soit Ey Ie sous-espace engendre par By:
Ey = {~x;. J.: nombre quelconque, x E By}.
11 est une consequence evidente de la manii~re d'introduction d'ordre
dans r que
a < (1 induit B~ c Bp •
Nous ecrirons frJ,i~ l'application identique de E~ dans Efl. Les relations.
fa.v = f tl )' 'f~(3 pour a < (1 < r
sont evidentes.
La pseudo-norme N}.(x) qui est introduite par la relation que
x E B}. est equivalente it Ny(x) -< 1
satisfait dans Ey it la condition suivante:
x E Ey et X' =l= 0 entraine 0 < Ny(X') < 00,
et nous munissons Er de cette norme Nix). R, devient aInSl un
espace norme, et les applications faf3' considerees comme l'appli-
cations entre ces espaces normes, sont continues. En consequence,
la limite inductive au sens abstrait des espaces Ey (r E r) est formee·
et elle se notera comme C E.
L'element x E E doit etre contenu dans un des R, (r Er) et par
suite dans tous les E.,. qui sont plus grands que lui. Par consequent,
il definit un element-x de cE, et, en ecrivant cette correspondance
comme VX' = f(x), f devient une application lineaire et biunivoque de-
E sur :'E. Comme au §1, nous designons la contraction de f sur Ey
par/y •
La topologie qui est introduite dans cE comme la topologie locale-,
ment convexe la plus fine qui rend toutes les applications 1"1 continue
est separee. En effet, nous montrons que l'application de E sur °E·
muni de cette topologie est ouverte. Soit U un·voisinage convexeet
cerc1e de 0 dans E" alors on peut laisser correspondre it chaql.le Er
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un nombre positif Ay tel que Bye AID. Dr = D nEy est 11n voisinage
de 0 dans Ey car
et, en outre,
Par consequent, comme f(U) est manifestelnent un ensemble convexe
·et cercle, feU) est un voisinage de 0 dans E par la topologie susdite.
Ce fait nous permet de considerer G E comme la limite inductive
(v. 1a definition de la limite inductive donnee au §1). L'application
f qui est demontree comme ouverte est du reste continue. Pour Ie
montrer, prenons un voisinage convexe et cerc1e de 0 C U dans <. E.
Alors I'image reciproque U = f-l(OU) est un ensemble bornivore, car~
pour chaque r E r, Dr = fy-l(OU) = U nE, est un voisinage de 0 dans
Ey et par suite, un ensemble borne quelconque doit etre contenu,
-comme il est toujours contenu dans un des B'}., dans un certain en-
semble homothetique it U. Or l'espace E etant un espace bornologi-
,que, U est un voisinage de 0 dans E, COlnme nous avons voulu Ie
'Voir.
Tous ces faits que nous venons de prouver nous montre que E
peut etre identifie a Ia limite inductive uE des espaces normes Er -
On peut dire de plus. Comme un ensemble borne dans E est toujours
eontenu dans un des Br , il est contenu dans un des E y et borne dans
lui. Inversement, un ensemble qui est contenu dans un des Ey et
'borne dans lui est contenu dans l'ensemble de la forme AB"I (J. > 0) et,
par consequent, il est borne dans E.
Reste a demontrer que, si E est complet, tous les espaces normes
E"I sont les espaces de Banach. Le lemme suivant dil it N. Bourbaki
'[3J demontre cela.
Lemme 2. Dans un espace comptet E, Ie sous-espace, En, qui est
Ie Plus petit sous-espace contenant un ense1nble borne, convexe, cercle et
ferme B, dev-ient, en introduisant 1a nor1ne N definie par B, un espace
complet, ou autrement dU, un espace de Banach.
Demonstration. N definit dans En une norme comme nous rayons
remarque plus haute 11 suffit de demontrer que Ell, muni de cette
norme N, est complete
Soit {Xn } (Xli E Eo) une suite de Cauchy par'rapport a N. Nous
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pouvons admettre que N(xn ) < 1 (n = 1, 2, ). Prenons un voisi-
nage U de 0 dans E, a10rs i1 existe un ,( > 0 tel que -iBe U. De
notre hypothese, il existe un nombre naturel no = nll(U) tel que
.N(xH - x.,J -<: i. pour tous les n, tn >- no
ou
Par consequ~nt, {x,.} forme une suite fondamenta1e par rapport a
la tOPQlogie {Ie E, donc il converge vers un element Xo de E qui est~
puisque Best ferme, contenu dans B. En passant a la limite m -.. co
dans (.;.:.), nous avons
ou encore
N(x,. - xo) -< -i pour tout n > no.
lei -i pouvant etre pris arbitrairement petit, cette relation demontre
que {X
,l } converge dans En par rapport a la topologie definie par N,.
et Ie fait que Eo est complet est demontre.
D'apres les theoremes 6, 7 et 8, nous pouvons insister Ie
Theoreme 9. Soit E un espace bornologique. Alors l'espace con-·
jugue E' de E est Ull~ limite projective des espaces de Banach propre-
ment choisis.
§ 5. La structure d'espace conjugues des conjugues
des espaces bornoIogiQues ou tonneIes
11 est bien connu que Yespace conjugue de conjugue E" d'un
espace lineaire localement convexe E contient l'espace original au sens
abstrait, mais la topologie induite sur E par celle de E" n~est pas
necessairement identique a celle de E. Pour cela, il suffit que l'espace
E est un espace bornologique ou tonnele. D'autre part, nous avons.
bien vu, que l'espace conjugue d'un espace quelconque est represent-
able comme une limite inductive au sens abstrait des espaces de Banach
(v. theoreme 5), mais nous ne connaissdns pas comment on peut decrire
ces circonstances en incluant la topologie, ni, en general, nous ne
pouvons insister qu'un ensemble borne soit contenu dans un des con-
stituants.de E'. Cette derniere condition, qui a une signification pro-
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fonde en relation avec la topologie de E", est satisfaite aussi dans Ie
cas oit E est un espace bornologique oit tonneM. C'est-a-dire Ie
Theoreme 10. Soit E un espace bornologique ou tonnele, qui est
represente comme un sous-espace dense de ta limite projective des espace$
de Banach Ey .1) Le conjugue de E est alDrs la limite inductive all, sens
abstrait des espaces E;. Pour qu'un ensemble B' c E' soit borne dans E',
it faut et il suffit qu'il soit contenu dans un des constituant E~ et borne
dans lui.
Demonstration. Soit B' un ensemble borne dans E'. Alom B'o
est un voisinage de 0 dans E, con1me i1 est manifestement un ensemble
bornivore et aussi un tonneau, et, par suite, iI contient un des voisi·
nages convexes cercles de 0 {V')'} qui forment un systeme fondamental
des voisinages de O. Maintenant E est la limite projective des espaces
Ey , Ey etant defini par l'intermediaire de V'Y. Par consequent, V:; est
contenu. parfaitement dans E~, et B' (c B'oO c V~) est aussi contenu
et borne dans lui.
Inversem~nt, un ensemble B' qui est contenu dans un des ~ et
borne dans lui est, comme il· est contenu dans un ensemble homothe-
tique a Vy , borne dans E', c.q.f.d.
Le fait que E" admet une representation comme une limite pro-
jective similaire a la representation de E est fonde sur ce theoreme.
A savoir, Ie
Theoreme 11. Soit E nn espace lhzeaire loca/ement convexe qui
.soit represente comme un sous-espace dense d'une limite projective des·
espaces de Banach Ey P A/ors E" est un sous-espace de la limite pro-
jective des espaces E;'.
Demonstration. Dit a theoreme 3, E' est la limite inductive au
sens abstrait de E~. Dans cette representation, l'injection t; de ~
dans E' est, car iI est l'application adjointe de f" manifestement con-
tinu. En outre, Ie theoreme precedent montre qu'un ensemble B dans
E' est borne si et seulement s'i! est contenu dans un des constituants·
et borne dans lui. Par consequent, puisque toutes les hypotheses du
theoreme 7 sont satisfaites, E" est un sous-espace de la limite pro-
jective de ~/, c.q.f.d.
lei, la limite projective de E~' est la totalite des fonctionnelles
Jineaires. bornees sur E', et la question si E" est identique a elle
reduita la question si sur E' la fonctionnelle lineaire et bornee est
1) v. la note 1) a la page 64.
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toujours continue. Nous. ne savans pas si cette circonstance peut
etre generalement verifiees, meme dans ]ecas Ie plus simple ou E
est un espace (~).
§6. Le produit directet la somme directe des espaces
lineaires iocalement convexes
Comme nous avons vu, la correspondance entre Ia limite inductive
et la limite projective en prenant l'espace conjugue est plus loin
d'etre consideree parfaite. La correspondance entre Ie produit direct
et la somme directe, au contraire, est suffisamment complete, quoi-
qu'elle soit un cas particulier de celle entre la limite projective et
la limite inductive. C~>Inme une limite projective est un sous-espace
ferme d'un produit direct et une limite inductive est un eSPace quo-
tient d'une somme directe, Ia relation dans Ie cas gEmerale est celle
de Ia correspondance. entre Ie sous-espace fcrme et l'espace quotient
quan~ on passe de l'un a I'autre en prenant l'espace conjugue. Alors
les considerations dans ce paragraphe aura une signification sur ce
point de vue.
Theoreme 12. Soil E Ie produit direct des espaces lineaires locale-
ment convexes E~ (~E E). Alors !'espace conjugue de E est la somme
dz"recte des espaces Ei.
Demonstration. Soit r la famille de sous·ensemble fini de E. r
devient un ensemble ordonne filtrant si on introduit la relation d'ordre
telle que a < {1 signifie a c {1 en tant qu'ensemble. Pour r E r posons
comme E"( Ie produit direct des espaces Eh , E~2' , E~n oit r = {~l'
~2' •••••• , ~j.}. Si a < {1, Ea: est un produit partiel de E{:l' et, par con-
sequent, la projection de E{:l sur Ea: est une application lineaire et
continue de E{:l sur Ea:. La limite projective des espaces E1 , qui peut
se former ainsi, est identique au produit direct de E~ (~ E E) comme
nous l'avons rernarque dans § l.
L'espace conjugue de E est representable, par consequent, comme
la limite inductive au sens abstrait des espaces E;. Or il est facile
de voir que l'espace conjugue de Ey est Ie produit direct de E~l' E~2'
...... , E~» (r = {~lt ~2' •••••• '~1J}). Il s'ensuit que E' est, en faisant ab-
straction de la topologie, la somme directe de E~ (~E E).
Alors nous n'avons qu'a demontrer que la topologiede E' est iden-
tique a celle de la somme directe de E~ (~E E). La topologie de la
somme directe etant la plus fine parmi les topologies localement con-
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vexes qui rendent tous les r; continue, il suffit de demontrer qu'elle
estmoins fine que celle de E'. Ou, autrement dit, tout voisinage de
Ia somme directe est un voisinage de E'.
Soit li' un voisinage convexe et cercIe. Alors, E~ n li' ou, precise-
ment, U~ = 1;'-1 {f;(E~) n li/} est un voisinage de 0 dans E~.. Nous
prenons, en particulier, r =~, c'est-a·dire, r constitue par un seul
element ~. Pour cet ensemble, i1 correspond dans E§ un ensemble
borne B~ tel que
Soit B Ie produit de tous ces Bg (~E E). C'est manifestement un en-
semble borne dans E, et nous allons voir que
ce qui etabl1ra notre assertion. Tout ce que nous voulons de de-
montrer est que
( *) BO nE;. = l'ensen1ble convexe Ie plus petit qui contient
tous les BF (~E r)
pour tout r E r. (lei B~ est forme dans E~).
Prenons un x' E BO n E~ . Comme E~ est Ie produit direct de E~l'
E~~, , Ein (r = {s\, ~2' •••••• , ~fl}~' nous pouvons ecrire cet x' camme
x' = (X~l' xi:!, , X'~,), X~i E E~i. Etant donne un e > 0 arbitrairement,
il existe un ZEi E B§i pour chaque i = 1, 2, ...... , n, tel que
SUP;r.~iE B§i J <x~i' Xti >I - e In < <z~i' X&i >.
Parce que l'element Y = (Yf; ~ E E) au y~ = ZE (~E r), y~ = 0 (~t r) est
manifestement contenu dans B,
1 >- <y, x' >= ~i::l <zEp X~i>
>- ~~::l SUP:G~i E B~i I<X~L' xh >I s.
De cette inegalite, comme a etant arbitraire,
~i=l SUP.u~l' n~l 1< X(;i' X~i>I <: 1.
Par consequent, on peut prendre les nombres Ai >: 0 (i = 1, 2, ...... , n)
tels que
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Alors
X' E b=l..t.B~
C Yensemble indique dans Ie deuxieme membre de (*).
L'implication inverse est plus simple. II est clair que pour ~ E E
et BO n~ contient tous les B~ (~E ,). Par suite, comme il est un en-
semble convexe, il contient l'ensemble convexe Ie plus petit contenant
ces Bl, c.q.f.d.
Theoreme 13. So-it E la somme directe des espaces lineaires
localement convexes E~ (~E E). Alors l'espace conjugue de E est le pro-
duit direct des espace E~.
Demonstration. Nous avons remarque plus haut (§1), que, , etant
un sous·ensemble fini arbitraire de B, E est consideres comme la limite
inductive des espaces E-:-, si nous-posons Ey Ie produit direct de E~
(;: E r). Par consequent, si on peut demontrer qu'un ensemble borne
dans E est toujours contenu dans un des E./, notre proposition est
une consequence de theoremes 6 et 7 et de la rernarque faite au §1
concernant Ie produit direct.
Alors, prenons un ensemble borne B dans E. S'i! ne soit pas
contenu dans un des E" i1 existerait une suite '1' '2' des en-
sembles finis de E, telle que
7) ~ ,~ ~ ••...• ,
{OJ ==F B n E}) ~ B n ~~ ~ ......•
Soit H = u,v. On range les elements de H comme une suite ~l' ~2 ,
...... , telle que 100 premiers appartiennent it r I' les deuxiemes it r 2
et ainsi de suite. En changeant la notation et abandonnant des ele-
ments surplus, s'il est necessaire1), nous pouvons admettre que r \I =
{~l' ;:2' ...... ,~v}. Pour chaque ~")' on definit l'ensemble Bf")cEt'J cornrne
l'irnage de B nEy'J par la projection de R,'J = Pp.~lEty sur E~"). C'est
manifestement un ensemble borne dans E~'J' Soit donne, correspOndant
a chaque ~ E S, un voisinage U~ convexe, cercle et ferme. Alors il
existe, pour chaque v = 1, 2, , un nombre ..tv > 0 assujetti aux
1) Asavoir-, si onprend anouveau "fl, "(2-1 1 , "(3-"1::, ...... commelesindices,cequi
ne changera rien les circonstances, nos conditions sont remplies.
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conditions que BevCAvU~\I et, pour aucun 0 <~ < ~v, Bt\lCf:.iUtv • Nous
definissons U comme Ie plus petit ensemble convexe contenant tous les
U~ (~=i=~\I' lJ = 1, 2, ) et (l/lJPvU~v (lJ = 1, 2, ). Alors cet U
est un voisinage de 0 dans E. Pour un rPo ,
Un Eyp. = l'ensemble Ie plus petit qui contient tous Ies
(1/lJ»).vU~\I (lJ = 1,2, , ~),
et, par consequent, aucun multiple de U par un nombre ). (0 <A < ~)
contient I'ensemble B nEyfL • au, encore dit, aucun multiple de U ne
contient pas rensemble B, et c'est absurde.
NQus avons vu que si on considere E comme Ia limite inductive
des Er , un ensemble borne arbitraire B de E est contenu dans un des
Ey et borne dans lui. Par consequent, Ie conjugue de E est justement
la limite projective de E~. Mais camme E~ est Ie produit direct de
E~l' Ei2' , Etll (r = {~J' E2 , •••••• , ~n})' E' est Ie produit direct de
E~ (~E E), c.q.f.d.
II n'est sans interet de savoir queUe propriete de chaque espace
composant est conservee sous Ie procede de la formation du produit
derect. Comme nous avons dit, les deux theoremes suivants sont
verifies.
Theoreme 14. Le produit direct des espaces complets et tonneles
est encore un espace tonnele.
Demonstration. Comme Ie produit direct E est aussi un espace
complet, un tonneau U dans E est un ensemble bornivore (v. N. Bour-
baki [3], theoreme 2, pp. 8 - 9). Alors UO est un ensemble borne dans
E' et il est contenu dans un des :&" les constituants de E', si on con-
sidere celui·ci comme la limite inductive (v. la demonstration du
theoreme 13). Soit ro la valeur d'un tel r, et UO = B~o' Considerons
Ie polaire B~~ dans E ro ' C'est manifestement un tonneau dans Ero '
et, parce que Eyo est, comme Ie produit direct d'un nombre fini des
espaces tonneles, un espace tonnele, B~: est un voisinage de 0 dans
Eyo ' II est clair que
et, par consequent, U est un voisinage de 0 dan.s E.
Theoreme 15. Le produit direct de puissance <·~,c des espaces
bornologique est encore un espace bornologique, ou ~c designe to. puis-
sance de l'ensetnble des 1wmbres reels.
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Demonstration. Soit U un ensemble bornivore dans E. Alors Ia
proposition suivante subsiste generalement: sauf un certain nombre
fini d'indices ~u ~2' •••••• , ~1l' Et est completement contenu dans D, ou
E[; est l'ensemble de tous les elements de E dont Ies composants sont
tous zeros sauf Ie ~-ieme. En effet. s'H n'en est pas ainsi, on peut
prendre un nombre denombrable des indices ~l' ~2' •••••• , tels que
Et,,¢U, ou, autrement dit, i1 existe des elements X(l), xc:!), ...... E E~
tels que
XC,,) E U.
X.(lI) (xl; ~ E E) oil .x~ = 0 (~ ::f: ~lI)'
Alors I'ensemble de lIX'~lI) (11 = 1, 2, ) forme evidemment un ensemble
borne mais aucun multiple de lui est centenu dans D, ce qui est ab-
surde. Nous voulons demontrer qu'alors En (H = E - {~I' ~~, ... "', ~?Z})
est completement contenu dans U. Si cela est etabli, Ie fait que U
est un voisinage de 0 est demontre comme suivant. Comme U nBy
(r = {~l' ~2' ....•. , ~n}) est un ensemble bornivore dans Er, il contient
un voisinage Vy convexe, cerc1e et oQvert de 0 dans Ey • Alors
U ::J Ie plus petit ensemble convexe qui contient U nEy et En
::J Ie plus petit ensemble convexe qui contient V y et Ell
=VyxPt£nE~.
Far consequent, U est un voisinage de 0 dans E.
Pour demontrer que U::J Eu , on peut admettre, sans aucune re-
striction .de la generaIite, que E est l'ensemble des nombres reels
o<: ~ <: 1 et que E~cU pour chaque ~ E E et qu'enfin U = n;\<l~U.
Salls cette hYpOthese it faut que l'ensemble bornivore U est identique
a E. NOlls allons demontrer cette proposition par absurde. Soit x =
(Xt; ~ E E) un element de E qui n'est pas contenu dans U. L'un au
mains des elements X J,l' X 1•2 , definis par
X1,1 = (Y~; ~ E E) ou Y~ = 2Xt (0 <: ~ <: ;), Y~ = 0 (~ < ~ <: 1)
X1•2 = (Yt; ~ E E) ou Yt = 0 (O<:~ < i), Yt = 2Xd-}<:~<1)
n'est pas contenu. dans U. En general, soit X".I£ = (Yt; ~ E E) l'eIement
defini par
Yt - 0 (0 <: ~ < (J-l - 1) /2" et aussi J-l /2" < ~< 1)
Y(; - 2"x(; «I.l - 1){2" < ~< J-l/2").
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Si x",p.ED, l'un au mains de X'V+l,2/J.-l et X'V+l,2/k n'est pas contenu dans
U. On peut avancer ainsi, et une suite deseIemen~s Xl,,.;.!' X2,1L2' •••••• ,
X'J.,.;.',I' •••••• est obtenue telle que
X",IL,.. "E U
/.1."'+1 = 2/J. lI - 1 ou 2,u,...
(JI = 1, 2, ...... )
11 existe un seul nombre contenu dans tous les intervalles (P'J -.1) /2'"
< ~ < P'v/ 2'J (].I = 1, 2, ...... ), solt ~o. Alors les elements XV''';'lI (].I =
1, 2, ...... ) definie par
XlI,IL,.. = x"',J.LlI - 2l1 xo au
xu. = (y(;; ~ E E) est tel que Yl; = 0 (~ =F ~(I), y(;o = x(;o
ne sont pas contenus dans U non plus (par l'hypothese que U = n>'<lAU).
L'ensemble de tous les elements JI Xv, lI,.;. (].I = 1, 2, ) forme un en-
semble borne, parce que l'ensemble de ~-composants de ces elements est
manifestement un ensemble finL Mais aucun multiple de U ne contient
pas cet ensemble, ce qui est absurde. Notre theoreme esf ainsi etabli..
§ 7. Exemples
Le theoreme suivant serta etablir quelques exemples.
Theoreme 16. Soit E un espace de Banach,et By (r E r) u,ne
famille des sous-espaces de E, telle que
( i) correspondant a a, [1 E r un r E r existe tel que Eo;, E('l c Ey ,
(ii) un sous-espat;e si3parable de E est toujours contenu dans un
des Ey •
Alors E est la lilnite inductive de ces espaces E y (r E r).
Demonstration. La limite inductive de Ey, qui peut se former sous
notre hypothEse, est isomorphique au sens abstrait avec E, mais Ia
topologie d'elle serait plus fine que celie de E. 'Nous allons demontrer
,que la topologie de E comn1e la limite inductive de Ey est moins fine
que celIe de E donnee d'avance, ce qui assurera notre proposition.
Soit f une fonctionnelle lineaire sur E qui est continue par rap-
port a Ia topologie de Ia limite inductive. Soit Xl' x 2 , ...... une suite
arbitraire convergente vers 0 df\ns E. Notre hypothese (ii) entraine
qu'alors Xl' x 2 , ...... sont tous contenus dans un meme E;. et convergent
vers 0 dans lui. Comme nous avons remarque dans § 1, la topologie
induite sur chaque Ey de la limite inductive est, dans notre cas, iden-
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tique a la topologie de Er, ou, autrement dit, une suite convergente
dans E,. est convergente dans E par rapport a la topologie de la limite
inductive. Par consequent, !(x lI ) converge vers 0, ce qui revient a
dire que Ia fonctionnelle lineaire ! est non seulement continue par
rapport a Ia topologie de la limite inductive mais aussi par rapport a
la topologie de E comme espace norme. On en dedllit que l'espace
conjugue de E est Ie meme par rapport a chacune des deux topologies.
considerees sur E, et cet espace sera note comme E' indifferement.
On sait que la topologie de E comme un espace norme est definie
par la convergence unifonne sur chaque ensemble faiblement compact
dans E' d'apres Ie theoreme de L.1}laoglu [lJ et Ia reflexivite de la
topologie dans un espace norn:te. Cette topologie est, d'autre part, Ia
topologie la plus fine parmi des topologies sur E qui font E' comme
l'espace conjugu~, c'est Ie theoreme de G. W. Mackey [6J et R. Arens
[2J. Par suite Ia topologie sur E de la limite inductive est moins
fine que celle donnee d'avance comme espace norme, c. q. f. d.
Nous allons supposer dans la suite que E n'est pas separable mais.
chaque E,. est separable dans lui. On est naturellement conduit a
considerer l'espace conjugue de E. II est isomorphique au sens ab-
strait, d'aprEs Ie theoreme 6, a la limite projective des espaces E;..
Mais la topologie est essentiellement differente. La topologie de E'
comme l'espace conjugiIe de E est definie par une norme et par rappart.
a laquelle E' est complet, bornologique et aussi tonnele. Mais la
topologie de E' 'comme la limite projective de E~! ne rend pas E',
quoiqu'il soit complet par cette topologie, ni bornologique ni tonnele.·
Nous voyons ainsi :
1. II y a des espaces litwaires localement convexes complets qui:
ne sont pas ni des espaces bonwlogiques ni des espaces tonneles.
Comme Ie produit direct de E~ est un espace tonnele, et la limite
projective de E~ est son sous-espace ferme, on a:
II. II y a des espaces lineaires localement convexes, tonneles et
complets qui possed~nt un sous-espace ferme non-tonne/e.
Troisieme exemple est1):
III. It y a des espaces lineaires localement convexes, bor1wlogiques
et complets qui possedent un sous-espace ferme non·bornologique.
Pour construire cet exemple, prenons un espace E pour leqllel la
puissance cle l'ensemble des indices r consideres ci-dessus peut etre
pris < ~c. Quelques-uns de tels espaces SOl1t les espaces (lP) formes.
1) v. A. Grothendieck [5], N. Bourbaki [3], p. 11.
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sur un ensemble de puissance < ~~e ou l'exemple de L. Schwartz et
J. Dieudonne [3J. Alors Ie produit direct de E~ est, comme Ie produit
direct de puissance < ~ e des espaces de Banach, un espace bornolo-
gique, mais son sous·espace ferme, la limite projective de E~ est
non-bornologique.
Note ajoutee pendant la correction des epreuves. Recemment A.
Grothendieck annonce qu'il existe un exemple qui resout taus les
problemes de L. Schwartz et J. Dieudonne [8J, §15 negativement.
Voir: A. Grothendieck: Quelques resultats sur les espaces vectorieis
topalogiques, Comptes Rendus Acad. Sci., tom. 233 (1951), p. 839 - 841.
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